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Résumé : D’intenses variations intermittentes de pression sont observées en conduite 
horizontale dans certains écoulements gaz-liquide constitués par une suite régulière de cellules, 
comportant chacune une couche liquide surmontée par une bulle de gaz et suivie par un 
bouchon liquide, l’ensemble se propageant à vitesse uniforme. Le modèle proposé utilise la 
notion de discontinuité hydraulique confinée (Dyment, 1998) et il repose sur les mêmes 
fondements que le modèle élaboré pour les conduites en pente descendante (Dyment & Boudlal, 
2004). Dans le cas de fortes surpressions induites par le passage des bouchons liquides, la 
couche liquide est d’épaisseur quasi uniforme, à l’exception d’une étroite zone au nez de la 
bulle : ces propriétés permettent de dégager une solution approchée qui fournit une estimation 
de la surpression maximale induite par le passage des bouchons liquides. 
 
Abstract : Intense unsteady variations in pressure are observed in certain gas-liquid slug flows 
occurring in horizontal ducts. The proposed model makes use of the notion of choked hydraulic 
discontinuity (Dyment, 1998) and it is based on principles previously introduced for 
downwardly inclined ducts (Dyment & Boudlal, 2004). In case of strong overpressures induced 
by the travelling liquid plugs, the thickness of the liquid layer situated below the gaseous bubble 
is almost constant, except in a narrow nose zone in front of the bubble : a convenient 
management of these properties leads to an approximate solution which provides an estimate of 
the possible highest overpressure.  
 




Les écoulements diphasiques gaz-liquide à bouchons rencontrés dans les canalisations 
horizontales sont constitués par une suite régulière de cellules composée chacune par un bouchon 
liquide adjacent à une couche liquide surmontée par une bulle gazeuse, l’ensemble se propageant à 
vitesse uniforme. Ce type d’ondes progressives peut présenter, au passage des bouchons, de très 
intenses pulsations de pression. Dans notre approche ces pulsations  sont associées à des discontinuités 
hydrauliques confinées, situées chacune en queue d’un bouchon. Deux bouchons successifs sont séparés 
par une couche liquide d’épaisseur très lentement variable, sauf dans un étroit voisinage au nez de la 
bulle où l’hypothèse de mouvement quasi unidimensionnel est en défaut, mais dont le traitement en tant 
que mince zone de passage permet de dégager une solution approchée du problème, sans avoir recours à 
des lois complémentaires d’origine empirique, comme c’est le cas dans le modèle utilisé classiquement  
(Taitel & Barnea,1990).  
La section droite de la canalisation est arrondie, à concavité tournée vers l’intérieur, et présente 
un plan de symétrie vertical contenant l’axe Ox situé dans le fond (figure1).. Les axes Oy et Oz 
complétent le repère, Oz étant vertical ascendant. Le profil de la section est représenté par y=η(z) pour 
y>0, z>0. L’équation de l’interface est z=h ; h est indépendant de y dans le cadre des écoulements quasi 
horizontaux. On introduit la largeur b=η(h), l’aire mouillée a=∫ohηdz et son inverse f=1/a, ainsi que  ϕ 
par dϕ=adh avec ϕ(0)=0. On sait que f est une fonction décroissante convexe de ϕ (Dyment,1998). La 
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longueur de l’arc du profil de section droite depuis le fond jusqu’à l’interface est désignée par k. La 
vitesse de propagation des petites perturbations est c=(ga/b)1/2, g étant l’accélération de la pesanteur. On 
peut écrire c2=gdϕ/da, d’où (ac)2=-gdϕ/df. A, F, φ et K sont les valeurs de a, f, ϕ et k prises au sommet 
h=H, où la vitesse c est infinie. On pose a’=A-a et k’=K-k.  
On suppose que l’écoulement est quasi unidimensionnel, ce qui représente convenablement un régime  
turbulent. La vitesse dans la couche liquide est u. La vitesse U dans les bouchons est constante. La   
vitesse du gaz est u’et ω est la vitesse de propagation. On se place dans le repère relatif où x et le temps 
t sont remplacés par l’unique  variable ξ=x-ωt. La conservation de la masse, écrite pour le liquide,  
   a(ω-u) = A(ω-U) = q,       (1) 
et pour l’ensemble des deux fluides, au+a’u’=AU, conduit à u’=ω. La constante q est l’opposé du débit 
volumique relatif du liquide. Soit p la pression dans une bulle de gaz; la pression dans la couche liquide 
correspondante est p+ρg(h-z), avec ρ masse volumique du liquide, et la pression dans le bouchon 
suivant est P+ρg(H-z), avec P pression au sommet de la section droite.  
 
2. Couche liquide. 
Un écoulement à bouchons est le résultat de l’instabilité d’un écoulement stratifié, devenu 
ondulé, avec des ondes d’amplitude suffisante pour atteindre le haut de la canalisation. Dans ce 
processus non linéaire qui reste inexpliqué, la vitesse du gaz est largement supérieure à celle du liquide 
puisque les deux fluides sont soumis à la même différence de pression exercée entre les extrémités de la 
canalisation, et puisque χ, la densité du gaz par rapport au liquide, est très petite, de l’ordre de 10-3. 
Donc, la vitesse u étant nettement inférieure à ω, h varie peu selon l’équation (1), sauf évidemment aux 
raccords avec les deux bouchons adjacents.  
Par élimination de la pression entre les équations de la dynamique écrites pour les deux fluides 
on obtient 
  8g[1- q2/(ac)2]dh/dξ + ψu2k/a - χψ’ω2k’/a’- 4χψ’ϖq2Ab/(a3a’) = 0,  (2) 
où ψ, ψ’ et ψ’ϖ sont les coefficients de frottement entre liquide et paroi, entre gaz et paroi et entre les 
deux fluides. Dans la suite ψ, ψ’ et le facteur d’ondulation ϖ seront considérés comme constants. 
Pour h donné l’équation (2) fournit une valeur unique de dh/dξ : donc h est monotone, ce qui n’est pas 
possible pour une interface continue commençant et finissant en h=H. Il s’ensuit qu’une discontinuité 
confinée (Dyment,1998) existe à une extrémité. Comme la vitesse de propagation ω est supérieure à u, 
la discontinuité est située en queue de la bulle (figure 2) : donc dh/dξ est positif. 
L’existence d’une discontinuité implique celle de conditions critiques (indice*), d’où q=a*c*, et (1) 
donne 
    ω = u* + c*,        (3) 
   u = ω - a*c*f.        (4) 
De là, en particulier, U = u*+ c*(1 - a*/A).       
Cela étant, l’équation (2) devient        
  [1- (a*c*)2/(ac)2]dh/dξ = S,      (5)       
où la fonction S est définie par  
  8gS = - ψu2k/a + χψ’[ω2k’/a’+ 4ϖ(a*c*)2Ab/(a3a’)].    (6) 
Puisque le premier membre de (5) s’annule dans une section critique, il en est de même du second 
membre, d’où  
  (u*/c*)2 = [a*k’*(u*/c*+1)2 + 4ϖb*]χψ’/(ψa’*k*),   (7) 
   ce qui fournit l’expression de la vitesse u* dans une section critique. 
 
3. Discontinuité confinée. 
La variation de pression à travers la discontinuité confinée est (Dyment,1998 ; Dyment & 
Boudlal, 2004)  
  (P2- p1)/(ρF) =  (a*c*)2(f1-F) – g(φ-ϕ1),     (8) 
où les indices 1 et 2 se rapportent à l’amont et à l’aval (figure 2). La pression p1 est celle qui règne dans 
la bulle gazeuse considérée. La hauteur h1  doit être inférieure à la valeur hi correspondant à une 
discontinuité confinée naissante (Dyment, 1998) définie par (a*c*)2(fi-F) = g(φ-ϕi). Ici, l’étude est 
consacrée au cas des surpressions très intenses qui, conformément à la relation (8), sont obtenues quand  
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h* est voisin de H et quand h1 est aussi petit que possible, ce qui rend le terme de pesanteur dans (8) 
négligeable. 
Puisque h* est supposé voisin de H on peut utiliser un développement. On a approximativement 
a*=A, k*=K, a’*=b*3/(3R), k’*=b*, c*=(gA/b*)1/2, où R est le rayon de courbure de la paroi au sommet. 
De là pour la relation (7): 
   ψKb*2(u*/c*)2/(3χψ’AR) = (u*/c*+1)2 + 4ϖ.    (9) 
On en déduit que b*/R est d’ordre χ1/2 et qu’il y a une racine positive pourvu que soit satisfaite la 
condition b*>[3χψ’AR/(ψK)]1/2, ce qui montre que h* ne peut pas être trop proche de H. Si on revient à 
la formule (8), on constate que P2- p1 est d’ordre ρgA2/(a1Rχ1/2). Puisque la densité χ est très petite, on 
peut obtenir des surpressions très importantes, de l’ordre des variations de pression délivrées par un 
coup de bélier ! 
Compte tenu de dh/dξ>0, comme ac est fonction croissante de h, l’équation (5) impose (h-h*)S>0. 
Sur l’étroit intervalle (h*,H) S varie de zéro à l’infini, et comme l’ensemble des forces de frottement 
représenté par S varie lentement, S n’a pas d’autre racine sur cet intervalle (figure 3). Par ailleurs, la 
fonction S a au moins une racine pour h<h* car elle prend une valeur positive quand la vitesse u est 
nulle (indice o), donc pour la hauteur ho définie selon (4) par ωao=a*c*. Soit hm cette racine comprise 
entre ho et h* : comme la valeur de So est très petite, puisque proportionnelle à χψ’, la hauteur hm est à 
peine supérieure à ho. 
Les résultats précédents peuvent être rassemblés dans un diagramme global en fonction de ϕ 
(figure 4). Les variations de S y sont aisément transposées car dS/dϕ=fdS/dh. Quant à la représentation 
de la discontinuité à l’aide de ϕ et de f, compte tenu de la relation (a*c*)2= -g(dϕ/df)*, on tire de (8) que 
la droite joignant les points représentatifs de l’amont (ϕ1, f1) et de l’aval  [φ+(P2-p1)/(ρgF), F] est 
parallèle à la tangente au point correspondant à l’état critique (ϕ*, f*). Cette propriété vaut en particulier 
pour la discontinuité confinée naissante, ce qui fournit la valeur de ϕi qui correspond à ϕ* en partant de 
l’état (φ, F) en aval. (ϕi n’a pas été porté sur la figure 4 pour ne pas la surcharger). Les écoulements à 
bouchons peuvent exister pour hm < h1 < hi. Il est clair d’après la construction de la figure 4, que P2- p1 
est fonction décroissante de h1 et est maximum quand S s’annule, donc pour h1= hm, valeur pour 
laquelle l’interface est horizontale juste en amont de la discontinuité. On voit que le maximum de P2- p1 
survient lorsque le film liquide est d’épaisseur quasi uniforme. 
Ajoutons que les évolutions de la fonction ϕ et de la pression de part et d’autre de la discontinuité 
confinée permettent de conclure que celle-ci est stable pour h1=hm, conformément à un critère établi 
récemment (Dyment, 2005). En effet, la quantité de mouvement totale σ étant définie par σ=gϕ+q2f 
pour la couche liquide et par σ=AP/ρ+gφ+q2F pour le bouchon, le critère de stabilité s’écrit 
(dσ/dξ)1>(dσ/dξ)2. Or, (dσ/dξ)1=ga1S1, quantité négative qui tend vers zéro quand h1 tend vers hm, 
tandis qu’en aval la dérivée de σ est proportionnelle à celle de P, qui est négative puisque dans un 
bouchon la pression diminue d’amont en aval. 
 
4. Bilan des pressions. 
A l’extrémité de la bulle opposée à la discontinuité, le film liquide, portion majeure de la couche 
liquide dont l’épaisseur varie peu, est suivi par une zone de nez marquant le raccord avec le bouchon 
adjacent (figure 2). Réservons l’indice j pour la jonction du film liquide avec la zone de nez, et les 
indices 3 et 4 pour le début et la fin du bouchon qui suit. Dans la zone de nez l’écoulement n’est pas 
quasi unidimensionnel, mais on peut tirer profit du fait que cette zone est de faible étendue pour 
négliger sa contribution à l’effet global du frottement. Donc le théorème de Bernoulli est valable entre 
les extrémités de la zone de nez, avec le résultat : 
  (P3 - p1)/ρ = (a*c*)2(fj2-F2)/2 – g(H-hj).     (10) 
Comme pour la formule (8) le terme de pesanteur peut être négligé. 
Pour évaluer hj on considère que le profil du film liquide est convenablement représenté par sa 
tangente juste en amont de la discontinuité, ce qui signifie qu’on adopte le profil linéaire 
h=h1+(dh/dξ)1ξ. Or, compte tenu de (5) et du fait que c1 est très petit devant c*, on a approximativement 
(a*c*)2(dh/dξ)1=-(a1c1)2S1. De là : h=h1-(a1c1)2S1ξ/(a*c*)2. On obtient hj en prolongeant cette relation au 
travers de la zone de nez traitée comme une couche de passage infiniment ténue (à l’instar d’une couche 
limite). De là         
hj = h1 - (a1c1)2S1L’/(a*c*)2,       (11) 
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où L’ est la longueur de la bulle gazeuse. On en déduit aj=a1–b1(a1c1)2S1L’/(a*c*)2. En portant dans (10) 
on obtient : 
  (P3 - p1)/ρ = (a*c*)2(f12-F2)/2 – g(H-h1) + gS1L’.    (12) 
La longueur L’ est calculée à l’aide de (5) : 
L’ = ∫h1H [1 - (a*c*)2/(ac)2]dh/S.      (13) 
Dans l’expression (13) la fonction à intégrer est décroissante; elle est infinie en h1=hm, et équivalente à 
(h- hm)-1 au voisinage de hm. Cela étant, L’augmente quand h1 décroit et  tend vers l’infini avec un 
comportement logarithmique quand h1 tend vers hm. Il s’ensuit que S1L’ tend vers zéro quand h1tend 
vers hm et par conséquent le maximum de P3- p1 est obtenu pour h1=hm : 
   (P3 - p1)m/ρ = (a*c*)2(fm2-F2)/2 – g(H-hm).     (14) 
En comparant avec la formule (8) on constate que le maximum de P3 est supérieur à celui de P2. 
Autrement dit, la formule (14) fournit le maximum absolu de la surpression induite par les bouchons. A 
ce niveau extrême de surpression est associée une bulle gazeuse dont la longueur tend vers l’infini, cas 
limite d’un système d’ondes périodiques qui dégénère en une onde unique, et pour lequel la notion de 
bouchon perd son sens! Par continuité, pour h1 voisin de hm d’intenses pulsations peuvent se produire à 
des fréquences de passage très basses, susceptibles d’exciter les structures. 
Pour être complet il reste à exprimer la variation de pression dans le bouchon, dont la longueur 
est désignée par L, 
   P3 – P4 = ρψKLU2/(8A),        (15) 
 et à introduire le coefficient de perte de pression moyenne γ le long de la conduite, qui est une donnée 
du problème, et qui est relié, du fait de la périodicité (figure 5), à la perte le long d’une cellule par P2-P4 
= ρgγ(L’+ L). Le bilan de pression le long d’une cellule peut s’exprimer par la relation P2-P4 =(P2-p1)-
(P3-p1)+(P3 -P4). On utilise les formules (8), (12) et (15), d’où : 
        γ(L’+ L) = ψU2KL/(8gA) - (a*c*)2(f1-F)2/ (2g) + S1L’+ F(φ-ϕ1) – (H-h1).       (16)   




La canalisation et les fluides étant donnés, ainsi que les constantes relatives au frottement,ψ, ψ’, ϖ 
et γ, la solution dépend des deux paramètres h* et h1. Dans le cas de la surpression maximale, h1=hm, 
seul le paramètre h* intervient puisque hm est fonction de h*. 
Pour illustrer ce qui précède donnons un exemple. La section droite est circulaire, de rayon R, 
repérée par l’angle θ défini par h=R(1-cosθ). Les fluides sont l’air et l’eau, ρ=103kg/m3, χ=1.2 10-3. Les 
nombres de Reynolds caractéristiques des deux flux sont du même ordre de grandeur car l’écart entre 
les vitesses est compensé par celui entre les viscosités cinématiques. Par suite les coefficients ψ et ψ’ 
sont voisins. Supposons ψ=ψ’=0.03 et prenons ϖ=1. On choisit θ*=176°, d’où c*=4.74(gR)1/2, 
u*=11.4(gR)1/2 et ω=16.1(gR)1/2. L’angle θm est voisin de 74°, d’où (P3-p1)m=93ρgR. Pour R=5cm on 
obtient (P3-p1)m=0.46 bar, soit près d’une demie atmosphère! 
Dans la pratique, comment savoir si un écoulement à bouchons est voisin des conditions extrêmes 
de surpression puisqu’en général ce n’est pas h* qui est connu, mais les débits volumiques absolus des 
deux fluides Q et Q’ ? Evaluons Q’ à partir du volume total de gaz qui passe à une station x fixée 
pendant la période (L’+ L)/ω : Q’= [ω/(L’+ L)]∫a’u’dt, l’intégrale étant évaluée de t=0 à t=L’/ω. En 
tenant compte de u’=ω et en substituant à t la variable ξ, on obtient : 
  Q’ = [A – a1 + ga13S1L’/(2a*2c*2)]ωL’/(L’+ L).    (17) 
Par ailleurs, la conservation de la masse de l’ensemble des deux fluides s’exprime par  
  Q + Q’ = AU.        (18) 
Or, AU=Au*+c*(A-a*), d’où Au*=Q+Q’- c*(A-a*). On doit porter cette expression de u* dans 
l’équation (7) et vérifier si h* voisin de H est solution. Cela revient à poser Au*= Q + Q’ et à utiliser 
l’équation (9), soit : (Q+Q’+Ac*)2c*4+ 4ϖA2c*6–g2ψAK(Q+Q’)2/(3χψ’R)=0. Cette équation n’a qu’une 
seule racine, laquelle est positive. La solution h* doit être voisine de H et satisfaire la condition qui 
accompagne l’équation (9), à savoir 3χψ’Rc*4< g2ψAK. 
Ensuite, pour déterminer la hauteur h1 on dispose des relations (16) et (17), avec L’ donné par la 
formule (13). L’élimination de L entre ces deux relations fournit une équation fort compliquée. On est 
en droit de simplifier légèrement le calcul en négligeant au second membre de (16) les deux derniers 
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termes et en remplaçant U par u* dans le premier terme; le résultat est: [γ-ψu*2K/(8gA)][A – a1 + 
ga13S1L’/(2a*2c*2)](u*+c*)L’/Q’ + ψu*2KL’/(8gA) + (a*c*)2(f1-F)2/2g - S1L’ = 0.  
 Dans le cas extrême, h1=hm, la longueur L’m devient infinie selon la formule (13) et la relation 
(17) s’écrit Q’= (A-am)ω. Or, on a vu dans  la section 3 que hm est voisin de la hauteur ho définie par 
ao=Ac*/ω : on peut donc remplacer am par ao, d’où l’on déduit la relation approchée Q’= Au*. Compte 
tenu de (18) on a Q=A(U-u*), soit Q=a’*c*= c*b*3/(3R), ou encore Q = g3A3/(3Rc*5). On voit que le 
débit liquide ne constitue qu’une part infime du débit de gaz. 
Enfin, on peut simplifier la formule (14) en négligeant le terme de pesanteur et en remplaçant fm par 
fo=(u*+c*)F/c*. Le calcul conduit à l’expression condensée 
(P3 - p1)m = ρu*(u*/2 + c*).      (19) 
En fait, le modèle asymptotique élaboré ne représente que grossièrement la réalité, en particulier 
parce qu’il ne prend pas en compte l’apparition, dans les bouchons liquides, de petites bulles dispersées 
qui accompagnent les fortes variations de pression. On peut montrer qu’à débit liquide relatif donné, ce 
phénomène modifie l’intensité des surpressions dans le sens d’une diminution : la quantité F figurant au 
second membre des expressions de P2- p1 et de P3 - p1 est remplacée par F/(1-α), où α est la fraction de 
gaz présente dans le bouchon, la répartition des bulles dispersées étant supposée uniforme. Bien 
évidemment, cette fraction de gaz ne peut pas être déterminée théoriquement. Cela étant, puisqu’elle 
apporte une baisse des surpressions calculées, la modification due aux bulles dispersées n’invalide pas 
l’intérêt des résultats concernant la borne supérieure, certes surestimée, des pulsations de pression 
engendrées par les bouchons liquides. 
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